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Abstrak  

Teorema Lusin pada bilangan real mempunyai banyak peran dalam perkembangan 

teori integral pada garis real. Teorema ini telah banyak dibahas dalam texbook 

analisis, antara lain dalam Real Analysis (Royden, 1989). Pada tahun 2002, 

Manuharawati telah berhasil membangun ruang ukuran lengkap pada ruang 

metrik kompak lokal. Selanjutnya juga dibangun himpunan terukur - 𝜇∗ dengan 𝜇∗ 

adalah ukuran luar yang dibangkitkan oleh fungsi volum 𝑣. Berdasarkan hal 

tersebut, dalam makalah ini dibahas tentang beberapa sifat fungsi terukur - 𝜇∗, 

khususnya sifat himpunan terukur yang diharapkan dapat digunakan dalam teori 

integral tipe Riemann, yaitu Teorema Lusin.  

 

Kata kunci: ruang metrik kompak lokal, ruang ukuran lengkap, fungsi terukur.  

 

A. Pendahuluan  

Teorema Lusin dan teorema Egoroff merupakan dua sifat funsgi terukur 

Lebesgue pada garis real yang telah banyak dibahas dalam buku-buku analisis; 

antara lain telah ditulis dalam “Real Analysis” (Royden, 1989). Teorema ini 

mempunyai peranan penting dalam perkembangan teori integral. Ha ini antara lain 

ditunjukkan oleh keberhasilan pakar teori integral, Soeparna Darmawijaya, Yusuf, 

dan Y.M. Sri Daru Unaningsih dalam “Posisi Integral Lebesgue di dalam Integral 

Henstock”. Dengan keberhasilan ini muncullah teori-teori yang terkait, seperti 

sifat small Riemann Sum pada integral Henstock di dalam garis real (Soeparna 

Darmawijaya: 1995). 

Dilandasi teori tersebut dan dengan mengingat telah dibangunnya konsep 

himpunan terukur - μ∗ dimana 𝜇∗ adalah ukuran luar yang dibangkitkan oleh 

fungsi ukuran 𝑣 pada ruang metrik kompak lokal (Manuharawati: 2002), maka 

untuk memperluas teori integral pada ruang abstrak, khususnya dalam ruang 
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metrik kompak lokal nondiskret, dibahas beberapa sifat fungsi terukur - 𝜇∗, di 

antaranya sifat yang dikenal dengan teorema Lusin.  

 

B. Konsep Dasar dan Teorema Pendukung 

Beberapa konsep dasar dan teorema-teorema yang diperlukan dalam 

pembahasan diuraikan sebagai berikut. 

Diberikan ruang metrik kompak lokal nondiskret 𝑋,   𝒮 adalah sistem 

interval pada 𝑋, 𝒮(𝑋) adalah koleksi semua himpunan elementer pada 𝑋, dan 𝑣 

merupakan fungsi volum pada 𝒮, dan 𝜇∗ adalah ukuran luar yang dibangkitkan 

oleh fungsi ukuran 𝑣. 

Himpunan 𝐸 ⊂ 𝑋 dikatakan terukur-𝝁∗ jika untuk setiap 𝐴 ⊂ X berlaku  

𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝐶) 

Jika terukur-𝜇∗, ukuran dari 𝐸 dinotasikan dengan 𝜇(𝐸). 

Teorema berikut merupakan karakteristik himpunan terukur-𝜇∗ yang akan 

digunakan dalam pembahasan. 

 

Teorema B.1: Himpunan 𝐸 ⊂ 𝑋 adalah terukur-𝜇∗ jika dan hanya jika untuk 

sebarang bilangan real 𝜀 > 0 terdapat himpunan tertutup 𝐹 dengan 𝐹 ⊂ 𝐸 dan 

𝜇(𝐸 − 𝐹) < 𝜀. (Manuharawati; 2002:28). 

 

Diberikan himpunan terukur-𝜇∗. Fungsi 𝑔: 𝐸 → ℝ∗ dikatakan terukur-𝜇∗ 

pada 𝐸 jika untuk sebarang bilangan real 𝑐, berlaku 

{𝑥 ∈ 𝐸; 𝑔(𝑥) > 𝑐} 

merupakan himpunan terukur-𝜇∗. 

 

Fungsi 𝑠: 𝑋 → ℝ∗ disebut fungsi sederhana jika terdapat koleksi himpunan 

terukur-𝜇∗ {𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, … , 𝐸𝑛} yang saling asing dan terdapat {𝑐1, 𝑐2,𝑐3, … , 𝑐𝑛} ⊂

ℝ sehingga  

𝑋 = ⋃ 𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑑𝑎𝑛 𝑠 = ∑ 𝑐𝑖𝜒𝐸𝑖
 

Dengan 𝜒𝐸𝑖
 merupakan fungsi karakteristik pada 𝐸𝑖. 



Hubungan antara fungsi terukur-𝜇∗ dengan fungsi sederhana tertuang dalam 

teorema berikut. 

 

Teorema B.2: Diberikan himpunan terukur-𝜇∗  𝐸 ⊆ 𝑋. Jika fungsi 𝑔: 𝑋 → ℝ∗ 

terukur-𝜇∗ pada 𝐸, maka terdapat barisan fungsi sederhana (𝑠𝑛) yang konvergen 

ke fungsi 𝑔 pada 𝐸. (Manuharawati; 2002: 38). 

  

C. Pembahasan  

Dalam pembahasan ini 𝑋 adalah ruang metrik kompak lokal nondiskret. 

Sebelum membahas teorema Lusin, terlebih dahulu dibuktikan tiga sifat fungsi 

terukur-𝜇∗ berikut. 

 

Teorema C.1 : Jika 𝑠: 𝑋 → ℝ∗ merupakan fungsi sederhana, maka untuk 

sebarang bilangan 𝜀 > 0 terdapat himpunan tertutup 𝐹 ⊂ 𝑋 dengan 𝜇(𝑋 − 𝐹) <

𝜀 dan S|F kontinu pada 𝐹. 

Bukti : Karena 𝑠 merupakan fungsi sederhana, maka terdapat koleksi himpunan 

terukur-𝜇∗ {𝐸𝑖 ∶ 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛} yang saling asing dan bilangan-bilangan real 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 sehingga  

𝑋 = ⋃ 𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑑𝑎𝑛 𝑠 = ∑ 𝑎𝑖𝜒𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Diberikan sebarang bilangan 𝜀 > 0. Karena untuk setiap 𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, ... , 𝑛, 𝐸𝑖 

terukur-𝜇∗, maka berdasarkan Teorema B.1, terdapat himpunan tertutup 𝐹𝑖 ⊂ 𝐸𝑖 

dengan  

𝜇(𝐸𝑖 − 𝐹𝑖) <
𝜀

2
 

jika dibentuk himpunan 𝐹 dengan  

𝐹 = ⋃ 𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Maka diperoleh : 𝐹 merupakan himpunan tertutup dan  

𝜇(𝑋 − 𝐹) = 𝜇 (⋃ 𝐸𝑖 − ⋃ 𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

) ≤ ∑ 𝜇(𝐸𝑖 − 𝐹𝑖) < 𝜀

𝑛

𝑖=1

. 



 

Karena 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3, ... , 𝑛 saling asing, dan 𝐹 tertutup, maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐹 

terdapat bilangan real 𝛿(𝑥) > 0 dan 𝐹𝑘 sehingga  

𝑁(𝑥, 𝛿(𝑥)) ⋂ 𝐹 = ⋃ (𝑁(𝑥, 𝛿(𝑥)) ⋂ 𝐹𝑘) .

𝑥∈𝐹

 

Lebih lanjut, karena 𝑠 fungsi konstan pada 𝑁(𝑥, 𝛿(𝑥)) ⋂ 𝐹𝑘, maka 𝑠 kontinu di 𝑥. 

Hal ini berarti bahwa S | F kontinu pada 𝐹. ∎ 

 

Teorema C.2: Diberikan fungsi 𝑔, 𝑔𝑛 ∶ 𝑋 → ℝ∗ dan himpunan terukur-𝜇∗  𝐸 ⊂ 𝑋 

dengan 𝜇(𝐸) < ∞. Jika untuk setiap bilangan asli 𝑛, fungsi 𝑔𝑛 terukur-𝜇∗ pada 𝐸 

dan barisan fungsi (𝑔𝑛) konvergen ke fungsi 𝑔 hampir di mana-mana pada 𝐸, 

maka untuk sebarang bilangan real 𝜀 > 0 dan 𝜂 > 0, terdapat himpunan tertutup 

𝐹 ⊂ E dan bilangan asli N sehingga 𝜇(𝐸 − 𝐹) < 𝜂 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐹 dan 

bilangan asli 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku  

|𝑔𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀. 

Bukti: Diberikan sebarang bilangan real 𝜀 > 0 dan 𝜂 > 0. Jika untuk sebarang 

bilangan asli 𝑚 dibentuk himpunan 𝐸𝑚 dengan  

𝐸𝑚 = {𝑥 ∈ 𝐸: |𝑔𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑛 > 𝑚}, 

Maka diperoleh : 𝐸𝑚 terukur-𝜇∗ dan 𝐸𝑚 ⊂ 𝐸𝑚+1. Karena (𝑔𝑛) konvergen ke 

fungsi 𝑔 hampir di mana-mana pada 𝐸, maka  

⋃ 𝐸𝑚 = 𝐸 − 𝐸0

𝑚∈ℕ

 

Dengan  

𝐸0 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑔(𝑥)𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛 𝑘𝑒   𝑔(𝑥)} 

Jadi 𝜇(𝐸0) = 0. Akibatnya: 

lim
𝑚→∞

𝜇(𝐸𝑚) = 𝜇 ( ⋃ 𝐸𝑚

𝑚∈ℕ

) = 𝜇(𝐸 − 𝐸0) = 𝜇(𝐸). 

Karena 𝜇(𝐸) < ∞, maka dapat dipilih bilangan asli N sehingga  

𝜇(𝐸 − 𝐸𝑁) <
𝜂

2
. 

Karena 𝐸𝑚 terukur-𝜇∗, maka berdasarkan Teorema B.1, terdapat himpunan 

tertutup 𝐹 ⊂ 𝐸𝑁 dengan  



𝜇(𝐸𝑁 − 𝐹) <
𝜂

2
. 

Akibatnya 𝜇(𝐸 − 𝐹) < 𝜂 dan  

|𝑔𝑛(𝑥) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐹 dan bilangan asli 𝑛 ≥ 𝑁. ∎ 

 

Teorema C.3 (Teorema Egoroff): Diberikan fungsi 𝑔, 𝑔𝑛: 𝑋 → ℝ∗ dan 

himpunan terukur-𝜇∗  𝐸 ⊂ 𝑋 dengan 𝜇(𝐸) < ∞. Jika untuk setiap bilangan asli 

𝑛, fungsi 𝑔𝑛 terukur-𝜇∗ pada 𝐸 dan barisan fungsi (𝑔𝑛) konvergen ke fungsi 𝑔  

hampir di mana-mana pada 𝐸, maka untk sebarang bilangan real 𝜀 > 0,terdapat 

himpunan tertutup 𝐹 ⊂ 𝐸 sehingga 𝜇(𝐸 − 𝐹) < 𝜀 dan (𝑔𝑛) konvergen seragam 

ke fungsi 𝑔  pada 𝐹. 

 

Bukti: Diberikan sebarang bilangan real 𝜀 > 0. Berdasarkan Teorema C.2, untuk 

sebarang bilangan asli 𝑚 ≥ 1 dapat dipilih himpunan tertutup 𝐹𝑚 ⊂ 𝐸 dan 

bilangan asli 𝑁(𝜀, 𝑚) sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐹𝑚 dan untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀, 𝑚) 

berlaku  

𝜇(𝐸 − 𝐹𝑚) <
𝜀

2𝑚 dan |𝑔𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥)| <
𝜀

𝑚
. 

Jika dibentuk himpunan 𝐹 dengan  

𝐹 = ⋂ 𝐹𝑚,

𝑚∈ℕ

 

Maka diperoleh: 𝐹 merupakan himpunan tertutup dan 𝐹 ⊂ 𝐹𝑚 untuk setiap 𝑚. 

Jadi (𝑔𝑛) konvergen seragam ke fungsi 𝑔 pada 𝐹. Karena  

𝐸 − 𝐹 = 𝐸 − ⋂ 𝐹𝑚 = ⋃ (𝐸 − 𝐹𝑚),

𝑚∈ℕ𝑚∈ℕ

 

Maka  

𝜇(𝐸 − 𝐹) ≤ ∑ 𝜇(𝐸 − 𝐹𝑚) < 𝜀.   ∎
𝑚∈ℕ

 

 

Teorema C.4 (Teorema Lusin): Diberikan fungsi 𝑔: 𝑋 → ℝ∗ dan sel 𝐸 ⊂ 𝑋. Jika 

𝑔 terukur-𝜇∗ pada 𝐸 dan terdapat bilangan real 𝑀 > 0 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈

𝐸 berlaku 



|𝑔(𝑥)| < 𝑀 

Maka terdapat fungsi 𝑓: 𝑋 → ℝ∗ yang kontinu pada 𝐸, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐸 berlaku  

|𝑓(𝑥)| < 𝑀, 

Dan untuk sebarang bilangan real 𝜀 > 0 terdapat himpunan tertutup 𝐹 ⊂ 𝐸 

sehingga 𝜇(𝐸 − 𝐹) < 𝜀 dan 𝑓 = 𝑔  pada 𝐹. 

 

Bukti: Karena 𝑔 terukur-𝜇∗ pada 𝐸, maka berdasarkan Teorema B.2, terdapat 

barisan fungsi sederhana (𝑠𝑛) yang konvergen ke fungsi 𝑔 pada 𝐸. Diberikan 

sebarang bilangan real 𝜀 > 0. Berdasarkan Teorema C.1, untuk setiap bilangan 

asli 𝑛 terdapat himpunan tertutup 𝐹𝑛 ⊂ 𝐸 sehingga  

𝜇(𝐸 − 𝐹𝑛) <
𝜀

2𝑛+1
 

Dan 𝑠𝑛 | 𝐹𝑛 kontinu pada 𝐹𝑛. Karena 𝐸 merupakan sel, maka 𝜇(𝐸) < ∞. 

Berdasarkan Teorema C.3 (Teorema Egoroff), terdapat himpunan tertutup 𝐹0 ⊂ 𝐸 

sehingga  

𝜇(𝐸 − 𝐹0) <
𝜀

2
 

Dan (𝑠𝑛) konvergen seragam pada 𝐹0. Jika dibentuk himpunan 𝐹 dengan  

𝐹 = 𝐹0 ⋂ (⋂ 𝐹𝑛

𝑛∈ℕ

), 

Maka diperoleh: 𝐹 ⊂ 𝐸, 𝐹 tertutup, 𝑠𝑛 | 𝐹 kontinu pada 𝐹, dan  

𝜇(𝐸 − 𝐹) ≤ 𝜇(𝐸 − 𝐹0) + ∑ 𝜇(𝐸 − 𝐹𝑛) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀

𝑛∈ℕ

. 

Karena (𝑠𝑛) yang konvergen seragam ke fungsi 𝑔 pada 𝐹 dan 𝑠𝑛 | 𝐹   kontinu 

pada 𝐹, maka 𝑔 kontinu pada 𝐹. Jika dibentuk fungsi 𝑓: 𝑋 → ℝ∗ dengan  

 

Maka 𝑓 = 𝑔 pada 𝐹, 𝑓 kontinu pada 𝐸, dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐸 berlaku 

|𝑓(𝑥)| < 𝑀. ∎ 

 

𝑔(𝑥) untuk 𝑥 ∈ 𝐸 

lim
𝑡→𝑥

𝑔(𝑡) untuk 𝑥 ∉ 𝐸 − 𝐹 

0 untuk 𝑥 yang lain  

𝑓(𝑥) = 
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